
Operatory w przestrzeniach Lp

Lista 5 (nierówno±ci Clarksona)

Zad 1. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ nietrywialn¡, tzn. istnieje zbiór A ∈ Σ, 0 < µ(A) < ∞.
Niech p ≥ 1 . Pokaza¢, »e to»samo±¢ równolegªoboku

‖ξ + η‖2
p + ‖ξ − η‖2

p = 2
(
‖ξ‖2

p + ‖η‖2
p

)
zachodzi dla dowolnych ξ, η ∈ Lp(µ) wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

Hint: Patrz Przykªad 2.18 w https://math.uwb.edu.pl/ zaf/kwasniewski/pdf/skrypt.pdf

Zad 2. Niech p > 2 oraz a, b ≥ 0. Pokaza¢, »e ap + bp ≤ (a2 + b2)
p
2 . Przy czym równo±¢ zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy a · b = 0.

Hint: Je±li b 6= 0, to kªad¡c t = a
b
wystarczy pokaza¢, »e tp + 1 ≤ (t2 + 1)

p
2 i nierówno±¢ jest ostra,

gdy t 6= 0. W tym celu mo»na wykorzysta¢ rachunek ró»niczkowy.

Zad 3. Niech p > 2. Pokaza¢, »e dla dowolnych z1, z2 ∈ C zachodzi nierówno±¢

|z1|p + |z2|p ≤
1

2
(|z1 + z2|p + |z1 − z2|p) .

Przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z1 · z2 = 0.

Hint: Zastosowa¢ Zadanie 2, równo±¢ |z1|2 + |z2|2 = 1
2

(|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2) oraz ±cisª¡ wypukªo±¢

funkcji ϕ(t) = t
p
2 .

Zad 4. Wykaza¢,»e dla 1 ≤ p < 2 zachodz¡ analogony Zada« 2, 3 z nierówno±ciami odwrotnymi.

Zad 5. Wykaza¢, »e dla dowolnej miary µ zachodz¡ nierówno±ci Clarksona:

‖ξ + η‖pp + ‖ξ − η‖pp ≥ 2(‖ξ‖pp + ‖η‖pp) je±li 2 ≤ p <∞,
‖ξ + η‖pp + ‖ξ − η‖pp ≤ 2(‖ξ‖pp + ‖η‖pp) je±li 1 ≤ p < 2.

Ponadto, je±li p 6= 2, to równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ξ · η = 0 µ-prawie wsz¦dzie.

Zad 6. Pokaza¢, »e dla dowolnych dwóch miar µ i ν oraz p ∈ [1,∞) \ {2} ka»da izometria T : Lp(µ)→
Lp(ν) zachowuje rozª¡czno±¢, tzn. je±li ξ · ν = 0 w Lp(µ), to T (ξ) · T (ν) = 0 w Lp(ν).

Zad 7. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ i niech [Σ] b¦dzie σ-zupeªn¡ krat¡ Boole'a zbiorów mierzal-
nych uto»samianych ze sob¡ co do równo±ci µ-prawie wsz¦dzie ([A] = [B] wtedy i tylko wtedy, gdy
µ(A4b) = 0). Regularn¡ funkcj¡ zbioru na (Ω,Σ, µ) nazywamy σ-addytywny endomor�zm algebry [Σ],
tzn. �funkcj¦ Φ : Σ→ Σ zde�niowan¡ modulo zbiory miary zero� tak¡, »e

1) Φ(Ω \ A) = Φ(Ω) \ Φ(A) dla A ∈ Σ,

2) Φ(
⊔∞

n=1An) =
⊔∞

n=1 Φ(An) dla wszystkich parami rozª¡cznych {An}∞n=1 ⊆ Σ,

3) µ(Φ(A)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy µ(A) = 0, dla ka»dego A ∈ Σ.

Wykaza¢, »e je»eli µ jest miar¡ sko«czon¡, to ka»da izometria T : Lp(µ)→ Lp(µ) zadaje wzorem

Φ([A]) := [{ω ∈ Ω : (T1A)(ω) 6= 0}], A ∈ Σ,

regularn¡ funkcj¡ zbioru.

Zad 8. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ sko«czon¡. Pokaza¢, »e ka»da regularna funkcja zbioru
Φ : [Σ]→ [Σ] de�niuje operator ograniczony TΦ : Lp(µ)→ Lp(µ), p ≥ 1, taki, »e

TΦ(1A) := 1A, A ∈ Σ.

Pokaza¢, »e je»eli ϕ : Ω→ Ω jest funkcj¡ mierzaln¡ nieosobliw¡, tzn. tak¡ »e µ(ϕ−1(A)) ⇐⇒ µ(A) = 0,
to Φ([A]) := [ϕ−1(A)] de�niuje regularn¡ funkcj¦ zbioru oraz TΦξ = ξ ◦ ϕ dla ξ ∈ Lp(µ).


